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Résumé : Nous proposons un modele utilisant les
systémes dynamiques (max, +) pour la génération de
signaux aléatoires possédant de la longue dépendance
statistique identifiée par des corrélations décroissant
en loi de puissance munie d’un exposant controlable.
Ce modeéle prend la forme d’une simple récurrence
d’ordre un directement implémentable numériquement,
ce qui le rend tres adapté pour la synthése en ligne
de longue dépendance sur des horizons temporels po-
tentiellement illimités. Ce type de signaux a longue
dépendance peut servir de modéle pour le trafic dans
les réseaux de télécommunication, avec des applica-
tions pour la simulation de ces réseaux et de 1’évolution
de leurs performances.

1 Introduction

La longue dépendance statistique dans les signaux
aléatoires identifie la présence de corrélations a longue
portée, c’est-a-dire décroissant moins vite qu’exponen-
tiellement. Typiquement, ces corrélations statistiques
décroissent en loi de puissance, ce qui leur confére
des propriétés d’autosimilarité ou encore une nature
fractale [1, 2]. De tels comportements traduisent, pour
les processus générant les signaux considérés, un ca-
ractere aléatoire et néanmoins fortement structuré, et
spécialement des structurations sur plusieurs échelles
temporelles ou spatiales. Ces comportements ont
été récemment observés dans des processus complexes
d’intéret technologique tel le trafic sur les réseaux de
télécommunication. La longue dépendance a ainsi été
mesurée sur différentes grandeurs liées au télétrafic,
comme par exemple les temps de propagation entre
neeuds des réseaux [3], ou le nombre de paquets de
données arrivant sur un nceud par unité de temps
[4, 5], ou les instants d’arrivée de connexions [6, 7],
ou encore les quantités d’octets pour transmettre des
trames vidéo compressées [8].

La longue dépendance statistique est mal décri-
te par les modéles stochastiques usuels, et la modé-
lisation, la simulation et le controle de tels comporte-
ments demeurent des problématiques ouvertes et im-
portantes pour nombre de domaines. On sait que la
longue dépendance statistique ne peut pas etre pro-
duite par les systémes dynamiques linéaires (tels que
ceux considérés par I’Automatique de base) répon-
dant & des excitations aléatoires. Relativement peu
de modeéles existent pour construire théoriquement des
signaux aléatoires avec de la longue dépendance ainsi
que pour en synthétiser des réalisations effectives. Les

mouvements browniens fractionnaires [9, 10], ou les
bruits blancs soumis a des intégrations fractionnaires
[11, 12], offrent des modéles théoriques pour la longue
dépendance. Toutefois, ces modeéles sont en principe
d’ordre infini, et pour une syntheése effective de réali-
sations, ils doivent étre tronqués. Ceci conduit a des
algorithmes de synthése récursifs d’ordre fini, mais
synthétisant de la longue dépendance limitée a un
domaine ou une portée donnés. D’autres méthodes
comme la factorisation de Cholesky ou la décomposi-
tion en ondeletttes [13, 14] réalisent une synthése par
blocs au lieu d’une synthése récursive. Quand une
réalisation de N points a été synthétisée, ’addition
ultérieure d’un point supplémentaire avec de la cor-
rélation longue nécessite une nouvelle synthése d’un
bloc complet de N + 1 points.

Nous présentons ici une nouvelle approche pour la
longue dépendance, basée sur 'utilisation d’une classe
de systémes dynamiques, les sytémes dynamiques (max,
+), qui sont notamment employés comme modéles
en Automatique des systémes a événements discrets
[15, 16]. Nous montrons que de tels systémes sont
capables, dans certains régimes de fonctionnement,
de produire de la longue dépendance statistique, et
d’offrir pour elle des modéles et des algorithmes de
synthése d’implémentation trés économique.

2 Le modeéle de base

Nous considérons le systéme dynamique décrit par
la récurrence d’ordre un :

X(k) = X(k—1)+z(k), (1)
V(k) = max[Y(k—1), X(k)], (2)
y(k) = Y(k)-Y(k-1), (3)

pour k > 0 entier, avec la condition initiale X(0) =
Y(0) = 0. Pour tout k& > 0, les quantités z(k) de
l’Eq. (1) formant la séquence d’entrée sont des varia-
bles aléatoires centrées indépendantes et identique-
ment distribuées. La séquence y(k) de I'Eq. (3) est le
signal de sortie qui présente des propriétés de longue
dépendance.

Le systéme des Eqs. (1)-(3) peut étre classé dans la
catégorie des systémes dynamiques (max, +) [15, 16].
Une autre interprétation est accessible dans le con-
texte des marches aléatoires : le signal y(k) représente
la succession des incréments du maximum courant
Y (k) de la marche aléatoire X (k) d’incréments z(k).
Le systéme posséde une propriété de renouvellement :



a chaque instant k& ou y(k) > 0, on a aussi Y(k) =
X (k) d’apres I'Eq. (2), et donc pour I’évolution ultéri-
eure de 'incrément y, tout se passe comme si & un tel
instant £ le systéme était remis a sa condition initiale
Y=X=0.

Typiquement, le signal y(k) de I'Eq. (3) est formé
de plages d’activité ou y > 0 entrecoupées de plages
ou y = 0, ces successions se produisant a toutes
les échelles de facon autosimilaire. Pour illustration,
une évolution de y(k) est présentée sur la Fig. 1,
lorsque le signal d’entrée de 1’Eq. (1) est z(k) =
+1 équiprobablement. Ta Fig. 1 montre y(k) sur
des intervalles de longueurs croissantes, révélant son
caractére autosimilaire.
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Figure 1: Une réalisation du signal y(k) des Egs. (1)-
(3) quand z(k) = +1, représentée sur des intervalles
de longueurs croissantes montrant 1’autosimilarité.

La longue dépendance de y(k) peut étre carac-
térisée au moyen de sa fonction d’autocorrélation
R(k,7) = E[y(k)y(k + 7)]. La Fig. 2 représente une
autocorrélation empirique évaluée comme la moyenne
N1 ch\le y(k)y(k + 7) sur une réalisation de y(k)
avec (k) = +1 équiprobablement et N = 107. La
Fig. 2 révele une évolution de 1'autocorrélation en
loi de puissance 77 en fonction du retard 7 avec

Pexposant § = 0.5.

3 Analyse théorique

11 est possible de justifier théoriquement 1’évolu-
tion en loi de puissance de la fonction d’autocorré-
lation de y(k). Cherchons & calculer la fonction
d’autocorrélation R(k, ) = E[y(k)y(k + 7)] pour tous
les entiers £ > 0 et 7 > 0. Nous considérons
d’abord le cas simple de Ientrée binaire z(k) = +1
équiprobablement. Dans ce cas les valeurs accessibles
a I'incrément y(k) se réduisent 4 0 ou 1. On a donc

Rk, ")=1x1xPr{yk)=1; yk+7)=1} (4)
= Pr{y(k + )= 1]y(k) =1} Priy(k) =1}(5)

A cause de la propriété de renouvellement du
processus, on a Pr{y(k + 7)=1|y(k) =1} = U(r),
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Figure 2: Fonction d’autocorrélation empirique de
I'Eq. (11) quand z(k) = =1, superposée a son
espérance de I'Eq. (12) (ligne droite).

une fonction qui ne dépend que de ’écart 7, et qui
vérifie en particulier U(0) = 1, et U(k) = Pr{y(k) =
1} = E[y(k)] = E[y*(k)] pour tout k > 0. On obtient
done R(k,7) = U(k)U(T).

La fonction U(7) peut s’exprimer, en fonction des
propriétés de la marche aléatoire X (k) d’incréments
2(k) = 1, comme

T

U(r) = Z u(n, ) (6)

n=1

pour Dentier 7 > 1, ou u(n, ) est la probabilité de
premier passage en X = n au pas 7 de la marche
aléatoire X partie de X = 0 au pas 0. Ceci est du
au fait que y(k) = 1 équivaut, d’apres I'Eq. (2), &4 un
premier passage de la marche X au pas k.

D’aprés [17] (p- 89 Eq. (7.5)), on a u(n, ) = 0 pour
n et 7 de parité opposée, et pour n et 7 de méme parité

-7

u(n, )= 27 n bino[r, (1 +n)/2] , (7

ot bino(.,.) représente les standard coefficients du
binome de Newton.

Lasomme de I'Eq. (6) peut s’évaluer explicitement,
et au moyen de la formule de Stirling du factoriel,
son comportement asymptotique! pour 7 > 1 peut
g’exprimer comme

U(r) = ar~'1? T grand, (8)
avec la constante a« = 1/v/27 = 0.40. On a donc pour
le signal aléatoire y(k), I’espérance

Ely(k)] = ak='/? |k grand, 9)

!Notons que le régime asymptotique est approché
rapidement, car dés 7 = 5 Derreur relative tombe sous
5% pour ’Eq. (8) par rapport 4 la valeur exacte résultant

des Bqgs. (6)—(7).-



et la fonction d’autocorrélation
R(k,7) = E[y(k)y(k+71)] = az(kr)_l/z ,  k, 7 grands,
(10)

ce qui établit y(k) comme un signal aléatoire non sta-
tionnaire asymptotiquement autosimilaire (au moins
au sens large) ou fractal [2].

On peut définir une fonction d’autocorrélation
empirique comme

N

Renp(7) = 0 Yo u(byulk 7).

k=1

(1)

En vertu de I'Eq. (10), on a I’espérance

24>

ElRemp(7)] = —= 2

N, grands, (12)

N

qui présente donc un comportement asymptotique en
777 aux longs retards 7, avec § = 1/2. A ceci on
peut associer, par transformée de Fourier, un spectre
empirique [2]

1

qui présente donc un comportement asymptotique en
1/f% aux basses fréquences, avec « = 1 — § = 1/2.
Ces évolutions en lois de puissance établissent y(k)
comme un signal aléatoire a longue dépendance ou
encore comme un bruit en 1/f¢.

4 Simulation numérique

Les propriétés établies théoriquement pour le si-
gnal aléatoire y(k), peuvent aussi étre testées expéri-
mentalement, puisque ce signal peut tres aisément etre
simulé numériquement au moyen des Eqs. (DH)—(3) qui
le définissent. De plus, comme il s’agit d’équations
récursives d’ordre un, la simulation numérique peut
étre poursuivie sur des horizons temporels arbitraire-
ment longs, permettant de controler la convergence
des estimateurs empiriques.

La Fig. 2 compare une réalisation de la fonction
d’autocorrélation empirique Remp(7) de I'Eq. (11)
avec son espérance théorique de l’Eq. (12), corrobo-
rant 1’évolution en loi de puissance 7=7 d’exposant
8 = 1/2. La transformée de Fourier de cette réalisation
donne I'estimation du spectre empirique de la Fig. 3
qui montre une variation en 1/ /2 conformément &
I'Eq. (13).

A Tinstar des propriétés asymptotiques des marches
aléatoires standard [17], la structure & long terme de
lautocorrélation R(k,7) (a k, 7 grands) est insensible
a la distribution statistique de I’entrée, ou incréments
élémentaires, 2(k). Des distributions binaires, gaussi-
ennes, uniformes, laplaciennes, ont été testées pour
z(k) [18, 19], vérifiant que la longue dépendance est
préservée comme dans l’Eq. (10), et spécialement son
exposant 3 = 1/2 (voir Fig. 4).
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Figure 3: Spectre empirique résultant de la transfor-
mation de Fourier de 'autocorrélation de la Fig. 2,
superposé a la droite de pente —1/2 (tirets) con-
formément & 1’Eq. (13).
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Figure 4:
d’autocorrélation empirique de l’Eq. (11) pour un si-
gnal d’entrée x(k) d’écart-type unité et de distribu-
tion gaussienne (haut), uniforme (milieu), laplacienne
(bas). La droite en tirets est de pente —1/2.

5 Evolution du modeéle

Les corrélations en loi de puissance 77 d’expo-
sant § = 1/2 sont donc préservées de facon ro-
buste vis-a-vis de la distribution du signal d’entrée
z(k). Néanmoins, pour plus de flexibilité, il est
souhaitable de pouvoir faire évoluer cet exposant f3
de la longue dépendance. Un moyen possible est
d’introduire un gain non stationnaire g(k) confor-
mémént a I’algorithme de la Fig. 5 [20]. L’évolution du
gain se fait selon une loi de puissance g(k) = (k — ko)®
munie d’un exposant b qui offre un moyen de controle
sur exposant  de la longue dépendance.

Une évolution typique du signal y(k) produit selon
la Fig. 5, avec b = 0.2, est représenté sur la Fig. 6,



X(0) (

k=1; L =

Repeat
o(F) = (k — ko)
X(k)=X(k—1)+g(k)z(k)
Y (k) = max[Y(k —1), X(k)]
y(k) = Y(k) = Y (k— 1)
If y(k) > 0 then ko « k End If
k—k+1

Until an exit condition is true

Figure 5: Modéle avec gain non stationnaire g(k) of-
frant un controle sur ’exposant de la longue dépen-
dance.
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Figure 6: Une réalisation du signal y(k) du mode-
le non stationnaire de la Fig. 5 quand z(k) = =+1,
représentée sur des intervalles de longueurs croissantes
montrant I’autosimilarité.

sur des intervalles de longueurs croissantes, montrant
I"autosimilarité.

Au contraire du modeéle stationnaire ou g(k) = 1,
avec un gain non stationnaire g(k) = (k — ko)® il est
beaucoup plus difficile d’établir une expression ana-
lytique pour la fonction d’autocorrélation R(k,7) =
E[y(k)y(k+7)]. Néanmoins, la récurrence de la Fig. 5
n’est guere plus difficile & simuler, rendant la fonction

d’autocorrélation facilement accessible numériquement.

La Fig. 7 représente, pour le modeéle non sta-
tionnaire, la fonction d’autocorrélation empirique de
I’'Eq. (11) évaluée sur une réalisation de y(k) avec
N = 107. Différentes valeurs de I’exposant b du gain
sont testées sur la Fig. 7 montrant 1’évolution résul-
tante de 'exposant 3 de la loi de puissance des cor-
rélations.

A partir d’estimations numériques de la fonction
d’autocorrélation comme sur la Fig. 7, nous avons
mesuré la pente —3 de la droite de régression pour
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Figure 7: Fonction d’autocorrélation empirique de
I'Eq. (11) pour y(k) du modéle non stationnaire de
la Fig. 5 avec x(k) = =1, pour différentes valeurs
de Pexposant b du gain g(k) (traits pleins) : b = 0
(bas), b = 0.2 (milieu), b = 0.4 (haut), avec les droites
de régression (pointillés) de pente —3F = —0.50 (bas),
—f = —0.33 (milieu) et —3 = —0.19 (haut), révélant

la décroissance en loi de puissance des corrélations.

différentes valeurs de Dexposant b. Ceci fournit
I’évolution de l'exposant 3 des corrélations en loi
de puissance, en fonction du parameétre de controle
constitué par DI’exposant b du gain g¢(k). Cette
évolution est représentée sur la Fig. 8, qui établit que
Pexposant [ peut étre ajusté continument entre 0 et
1/2 au moyen du paramétre b.
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Figure 8: Evolution de I'exposant 3 des corrélations
en loi de puissance, en fonction du paramétre de con-
trole constitué par I’exposant b du gain non station-

naire g(k) de la Fig. 5.

Quand le parameétre b dépasse 0.5, nous avons
observé sur les estimations numériques, que la fonc-
tion d’autocorrélation de y(k) tend graduellement &
s’éloigner d’une droite dans un diagramme log-log
comme la Fig. 7, pour donner lieu & une courbe con-
cave (U) au lieu d’une droite. Cette tendance est il-
lustrée sur la Fig. 9. Un tel comportement identifie



toujours de la longue dépendance dans le signal y(k),
mais d’une nature plus compliquée cette fois, se carac-
térisant par des corrélations tendant a décroitre plus
lentement qu’une loi de puissance.
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Figure 9: Fonction d’autocorrélation empirique de
I'Eq. (11) pour y(k) du modéle non stationnaire de la
Fig. 5 avec z(k) = +1 et b = 0.6 (trait plein), avec la
droite de pente —0.11 (pointillés).

Notons que la forme en loi de puissance du gain
g(k) = (k — ko)® implémentée comme décrit sur la
Fig. 5, est un élément clef pour obtenir des évolutions
en loi de puissance de l'autocorrélation avec un ex-
posant 3 modifiable, comme illustré sur le Fig. 7. En
particulier, le repositionnement de kg chaque fois que
y(k) > 0, comme exprimé sur la Fig. 5, est un ingré-
dient essentiel. Ne pas réaliser ce repositionnement,
en utilisant simplement & la place un gain en loi de
puissance de la forme g(k) = k* pour tout k, entraine
une autocorrélation décroissant en loi de puissance in-
variablement avec un exposant f = 0.5, indépendant
de b, comme illustré sur la Fig. 10.
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Figure 10: Fonction d’autocorrélation empirique de
I'Eq. (11) pour y(k) du modéle non stationnaire avec
2(k) = +1 et différentes formes pour le gain g(k)
(traits pleins) : g(k) = (k — ko)®* comme spécifié par
la Fig. 5 (haut), g(k) = k% pour tout k (bas), avec les
droites de régression (pointillés) de pente —3 = —0.19
(haut) et —3 = —0.5 (bas).

Egalement7 comme on le voit sur la Fig. 10, pour

le gain g(k) = k® sans repositionnement, 1’entrée
g(k)z(k), et donc y(k), peuvent prendre des valeurs
grandes pour k grand, d’ou la variance plus élevée
dans l’estimation de la fonction d’autocorrélation de
y(k), par rapport au cas de g(k) = (k — ko)? avec
repositionnement de kg qui limite 'excursion de y(k).

6 D’autres évolutions

Comme on le voit sur les Figs. 1 et 6, le systéme
des Eqs. (1)-(3) ou de la Fig. 5, produit un signal y(k)
formé de plages ot y > 0 séparées de plages ou y = 0.
Il est possible d’introduire, de diverses facons, plus
de variabilité dans le signal généré tout en conservant
les propriétés de longue dépendance. Par exemple,
on peut superposer différentes traces générées par
des répliques indépendantes du systéeme des Eqs. (1)-
(3) ou de la Fig. 5, excitées par des entrées z;(k)
de distributions quelconques. Pour le signal s(k) =
y1(k) — y2(k), o les deux y;(k) sont générés par deux
répliques indépendantes des Egs. (1)-(3) excitées par
deux entrées z;(k) gaussiennes centrées d’écart-type
unité, une réalisation est représentée sur la Fig. 11,
avec une estimation du spectre empirique sur la Fig. 13
qui identifie un bruit en 1/f%-3.
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Figure 11: Une réalisation du signal s(k) = y1(k) —
y2(k) (voir Section 6). Au vu du spectre empirique de
la Fig. 13, s(k) constitue un bruit en 1/f%-5.

Un autre exemple utilise un signal y(k) des Egs. (1)-
(3) pour déclencher un processus on-off z(k) & deux
états z(k) = =+1, o a chaque pas k le signal z(k)
change d’état si et seulement si y(k) > 0, comme il-
lustré sur la Fig. 12, ce qui constitue un bruit en 1/f1-
au vu du spectre empirique de la Fig. 13.

D’autres facons encore d’utiliser y(k), pour dé-
clencher ou moduler des processus stochastiques auxi-
liaires, peuvent eétre imaginées, afin d’accroitre la flexi-
bilité des signaux générés tout en préservant leur
longue dépendance.



De tels modéles de signaux a longue dépendance
peuvent étre utilisés pour la simulation de trafic sur
les réseaux de télécommunication. Les problémes
d’évaluation de performances des réseaux peuvent
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Figure 12: Une réalisation d’un processus on-off z(k)
déclenché par un signal y(k) du type de la Fig. 1. Au
vu du spectre empirique de la Fig. 13, z(k) constitue
un bruit en 1/f15.
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Figure 13: Spectres empiriques normalisés pour le

signal s(k) = y1(k) — y2(k) de la Fig. 11 autour de la
pente —1/2, et pour le signal z(k) de la Fig. 12 autour
de la pente —3/2.

7 Perspectives

Nous avons montré qu’une classe de modéles issus
de I’ Automatique des systémes & événements discrets,
les systemes dynamiques (max, +), sont capables de
produire des signaux a longue dépendance statistique.
Des éléments & la fois théoriques et numériques éta-
blissent ces propriétés. Un controle de ’exposant de la
loi de puissance des corrélations est également rendu
possible. Une caractéristique spécialement intéres-
sante est que ces modeéles prennent la forme d’une
simple récurrence d’ordre un, avec une implémenta-
tion numérique directe, ce qui autorise une syntheése
en ligne de signaux a longue dépendance sur des hori-
zons temporels potentiellement illimités.

aussl etre abordés.

En soumettant des modéles de

réseaux ou des protocoles de routage a du trafic a
longue dépendance, il est ainsi possible d’étudier en
simulation une large gamme de propriétés, comme
I’évolution des débits, la distribution des temps d’atten-
te ou d’acheminement, le remplissage et le débor-
dement des mémoires tampons, la qualité de ser-
vice. D’autres domaines peuvent également profiter
de modéles et d’algorithmes de synthése efficaces de
signaux aléatoires a longue dépendance.
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