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Chapitre 1

Introduction

Ce document présente une librairie de calcul permettant de manipuler des séries périodiques crois-
santes a 2 indéterminées et a exposants tfaris structure algébrique correspondante est le dioide
M2y, 6] introduit par I'équipe (max,+) de 'INRIA Rocquencourt (voil€dhen, 199 pour une
construction. Ce travail a été initié en 1994 dans le cadre du DEA de Benoit @ueit] 199p et se
poursuit jusqu’a ce jour. L'ancétre de cette libraire s’appelle "MAX" (dip:\\maxplus.org ), il
s’agit d’'une boite a outils Maple développée dans le cadre de la thése de Stéphane Gaubert] 199p
Le travail présenté ici est a la fois une relecture et une extension de ses résultats. Une librairie C++ et
une interface Scilab sont disponibles a 'URL :
http://istia.univ-angers.fr/~hardouin/outils.html .

Notons que cette boite a outils est compatible avec la toolbox "max,+" de I'INRIA Rocquencourt (voir
http://www.scilab.org/contrib/ ).

Contact :

Laboratoire d’Ingénierie des Systémes Automatisés,

62 Avenue Notre Dame du lac,

49000 Angers

bertrand.cottenceau@istia.univ-angers.fr

laurent.hardouin@istia.univ-angers.fr

mehdi.lhommeau@istia.univ-angers.fr
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Chapitre 2

Le dioide M [y, 4]

Ce chapitre est essentiellement inspirée |@@klen et al., 19§Baccelli et al., 1992Gaubert, 1992
Gruet, 1995 |Cottenceau, 1999%beka, 200p. En quelques lignes sont rappelées les spécificités du
dioide M %[, d].

n

2.1 DioideB]~, d]

Nous considérons une représentation bi-dimensionnelle de séries de points. Le principe est de coder
les trajectoires par des séries formelles en deux variabktsd a exposants darig et a coefficients
booléens, ce dioide est ndi¢y, ].

Définition 1 (Dioide B[+, 6]) On appelleB[~, 4] le dioide des séries formelles commutatives a coeffi-
cients booléens en deux indéterminéet ¢ et & exposants €A. Une série formelle dB[~, J] s’écrira
de maniére unique :

s = @ s(n, t)y"o%; (2.2)

n,t€Z

avecs(n,t) = e ou . B[, ] est un dioide complet.

Définition 2 (Support d’une série) Le support d’'une sésiest la partie deZ? suivante :
Supp(s) = {(n,t) € Z* | s(n,t) # €}

2.1.1 Représentation graphique des éléments &g, J]

Une série déB[y, §] est représentée par la collection des pointst) du planZ? appartenant au
support de cette série. Pratiquement la sériey26% © v35* @568 ©+06° < B[y, §] sera représentée
par les points de coordonnégs 3), (3, 4), (5, 8) et (6, 5) deZ?. (voir figure2.1).

2.2 Dioide My, 6]

Afin de prendre en compte la monotonie des trajectoires, seules les séries qui sont invariantes par
rapport a la multiplication pay* (monotonie des dateurs) et la multiplication p&r!)* (monotonie des
compteurs). Dans cet objectif, seul ce sous-ensemtild gej], note M¢*[~, ], est considéré.
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FiG. 2.1 —Représentation graphique de la série
Théoréme 1
1. Nous appelonsvt¢r[v, 5] le dioideB[~, 6] quotienté par la congruence

{X1(7,0)Ry5)X2(7,6)} = {v*(671)* X1(7,6) = 7v*(671)* Xa(v,0)}

2. Chaque classe du dioide quotiébiy, 6]]/73(%5) contient un plus grand élément qui appartient &
M3y, 6]

Propriété 1 Le dioide M{?[~, 0] est un dioide complet distributif qui admet un élément neutte
e(v, 6)(la série nulle deB[y, 4]) pour la loi & et un élément neutre= (v & §—1)* pour la loi ®.
Exemple 1 Soients; et sq, deux éléments d&[~, 6] définis ci-dessous
s1 =70 ©~°0° ®~°0°,
sg = 720% @ 45,

Le calcul de(y*(61)*)s; est détaillé ci-dessous

(6 HNs1 = ey @ eyv3 .. )(edd @i 2ai3?d..)28 @352 @200
= (e a6 207030, oV 2 2B 203 D .. ) (V283 © 382 @ 4069)
= (y(07)")(y*0° @ 7°8%)
= (7" (671)")s2.

Clairement, on av*(671)*)s1 = (7*(071)*)s2 = (v*(671)*) (253 @ +°8%), donc les séries; et
s9 appartiennent a la méme classe d'équivalence diéns 5]]/73(%5). De plus(y*(671)*) (7263 @ v°59)
est le plus grand élément de cette classe d&ns J].
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FIG. 2.2 —Représentation graphique de la série s; o = (v*(671)*)sy

2.2.1 Représentation graphique des éléments det? [, J]

m

Nous nous appuyons sur la représentation des élémeii§dé] pour définir une représentation
graphique des éléments del*[~, §]. Graphiquement, pour le mondmé&s’, on ne considére plus le
point de coordonnégs:, t) mais le "cone Sud-Est" de somniet ¢). (voir figure2.2)

Représentant maximal Les dioidesM¢ [y, 6] etB[y, 0] /R ,)«(s-1)- sontisomorphes. En d’'autre
terme, tout élément € M%% [y, 5] vérifié I'égalitéa = (v*(5~1)*)a et (v*(671)*)a est le représentant
maximal de la classe dedansB[y, §]. Graphiquement dar&?, le représentant maximal est représenté
par tous les points d&? situés dans le cone sud-est qui s’étend sur la plus grande surface, en couvrant

les représentations de chacun des autres éléments de sa classe.

Exemple 2 (Représentant maximgl Soits = v'63 @ 262 @ v26* @ 1463 © 446% @ 5% @ 1067 @
7758 ) 7859'

On vérifie facilement que cette série est égale a la série (sont dans la méme classe d’équivalence) :

7153 @7254@’}/456 @’}/558 @’}’859-
Le représentant maximal deest donné par
(Y (6~ 1)) (7163 @ 7261 @ 1155 @ 455% @ +567).
Le représentant maximal deest représenté par La figu&3.

Représentant minimal De méme que tout élément de¢” [, 6] admet un représentant maximal
dansB([v, ¢], il est montré, notamment dans [Baccelli et al., 1992], que certains élémenstley, ¢]
admettent également un représentant minimal dnsd]. C'est le cas notamment des polynémes.
Graphiguement, on obtient ce représentant minimal en ne codant que les sommets du représentant de
Mg [, 0]
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FIG. 2.3 —Le représentant maximal de la sésie- v16% @ 7262 @ y20* 103 1460 @1 68 @ ~567 @
77(58 @ ,),8(59.

Exemple 3 (Représentant minima) Soits = 6% @ 1262 @ 4°6° @ v°63 un élément deV192 [, 4],
I'élémenty x (6-1)*(y16* @ 7°4°) est le représentant maximal (graphiquement correspond a toute la
surface de I'union de deux cones de somfiet4) et (5, 6)) et (v'6* @ 755°) est son représentant
minimal (seulement les sommets de deux cones).

Le représentant minimal deest représenté par la figuta4.

2.3 Monbmes deM ¢ [, I]

n

Comme dit précédemment un mondniest code le "cone Sud-Est" de somniet ). (voir figure

2.9

Remarque 1 Les notations suivantes seront utilisées pour le plus petit et le plus grand élément de
MOy, 8] e =T etT =y~ 5T,

A partir des résultats précédents, on peut interpréter les opérations d’addition de multiplication et de
borne inférieure dans42? [, 4].
1. la somme de deux monémes&st et 45! est représentée par I'union des "cones Sud-Est" de
sommets respectifs:, t) et (n’, ).
2. le produit de deux mondmeg'st et~™ 6* est représenté par le cone de sommet n/,t + t')
(ce qui correspond au cone dont le sommet est la somme vectorielle des sgmmieds(n’, ¢')).

3. I'inf de deux mondémes/”dt et v 6 est représenté par l'intersection des "cénes Sud-Est" de
sommets respectifs:, t) et (n’, ).
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FIG. 2.4 —Le représentant maximal (grisé) et minimal (les sommetg),8&' @ v°49)
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FiG. 2.5 — Représentation graphique des opérations\gdf [[, d]]

Les regles de simplification suivantes davi§* [, ] sont immédiates :

,_Ynét ® ,_yn'(st’ _ ,ymin(n,n')é't
,yn 5t ® ,yn 5t — ,_yn 6max(t,t’ )
,}/nat A ,yn’at’ _ ,ymax(n,n’)5min(t,t’)‘
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2.4 Polyndbmes deM %[, d]

Définition 3 Un polyndme deV¢?[~, 6] est une somme de m monémes.

m
p= Do
=1
Un polynéme admet une représentation canonique.
p= ,ym(gtl D 7”25132 D..0 ,ynm(;tm

avecn| < ng < ... < ny, ett; <ty < ... < tp,.

2.4.1 Somme de polyndmes canoniques

m m’
p@p/:@fyniéti@@ﬂynj(stj
i=1 j=1

Le résultat est fourni sous forme canonique. Il s’agit d’'un parcours des 2 polyndmes et insertion
des monbémes, aprés application des régles de simplification, dans le polyndme résultat. Complexité
O(m+m').

2.4.2 Produit de polynédmes canoniques

m m'
D ®pl _ @ @fym—l—n; 5ti+t;

i=1 j=1

Le résultat est fourni sous forme canonique. |l s’agitxer() produit de mondémes. Il faut ensuite
fusionnerm polyndmes den’ monémes (somme de polyndmes den’ mondmes ), cela se fait en
O(m/mlog(m)). Il est donc judicieux d’éventuellement commuter les polyndémety’.

2.5 Séries périodiques deV1* [, d]

Définition 4 (Série périodique) Une série périodique deV?*[[~,d]] peut toujours s’écrire sous la
forme
s=p®qr*

ol p etq sont des polynbmeseun monoéme.
On utilisera par la suite les notations suivantes

m l
p:@,yTLiéti’q:@,yNjéTj etT:’yV(ST
i=1 =1

Définition 5 (Pente asymptotique) On appelle pente asymptotique d’une sérle ratio

Oo(8) =v/T.
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FIG. 2.6 —représentation de la série= p © ¢r* = e © 76 & 63 @ (7156° @ 776%) (463)*.

Définition 6 (Représentation Propre) Une séries est dite sous forme propre si
(nmvtm) < (vaTl) et (va,-rl) - (vaTl) < (Vv T)'

Définition 7 Une représentation propre = p & gr* est dite plus simple qu’une représentation propre
A ! 01% o1
s=p dqgr” sl
(N tm) < (0l t0) et (v,7) < (V, 7).
Théoreme 2 Une série périodique admet une plus simple représentation. Cette plus simple représen-
tation est appelée forme canoniquede

2.5.1 Somme de séries périodiques

Les techniques employées pour exprimer le résultat d'opérations sur les séries périodigques reposent
le plus souvent sur une bonne compréhension de la manipulation des éléments simples. Aussi, par la
suite, nous rappellerons parfois au préalable comment traiter le cas des séries simples.

Lemme 1 (Domination ) Ce lemme est un raffinement du lemme 4.1.4GBupert, 199p
Soits = 46 (767)* ets’ = 4" 5t (v 67" )* deux éléments simples de pentes asymptotiques différentes.
Siow(s) =v/T < 0x(s’) =/ /7" alors il existe un entiek” € N tel que

”)/n/(st/’yKV/(SKT/(’)/VI(ST/)* < ’)/nfst("}/V(ST)*. (2.2)

Ce lemme est illustré par la figuge?. Le probleme consiste a trouver a partir de quelle valé€la série
s est définitivement "au dessus" gle Sur la figure2.7, le plus petitK vérifiant le lemméllestK = 3.
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14

FiG. 2.7 —Domination ultime de séries simples de pentes différentes

Preuve 1 On peut écrire
,yn(st I/6T @ ,Yn+zy(5t+zf
>0
et
515/ Kv' 5KT ’Y 57' @,Yn +jv/ 5t +]T
Jj>K

Par conséquent, il existe un enti&t positif tel que I'inégalité2.2) est vérifiee si et seulement si
n' +xv >n+yv
> >
x € N,Vx > K,Jy € N tel que{ Vb ar <t+yr

ou encore ) ) ) )
n xV —n t xr —1
Vz > K,3Jy € N tel que; >y > Pher =t (2.3)
14 T

Or il existe un entier € Z vérifiant ces inégalités si

/ ’ ’ o
(n + av n)_(t + a7 t>21
v T

ce qui est vérifié pour assez grand, par exemple pauwérifiant

> {y(t’ —t)+7(n—n')+ Vﬂ

v — vt

ou [a] € Z représente le plus petit entier supérieun& Q. De plus,y doit également étre positif ce
qui d'apres R.3) est verifié si
n + x> n,

x> .
= o

Enfin, puisquds doit étre positif, il suffit de prendre
! _ ! !
K:max<[y(t t)+7(n n)+m'—‘ 7 {n ,n—‘ 70> (2.4)

TV — vt/

et donc en particulier si

pour que la domination exprimée par le lemiingoit vérifiée.
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Remarque 2 Il faut garder a I'esprit queXk” donné par I'expressiori2(4) n’est pas nécessairement le
plus petit entier positif satisfaisant la dominatic 2).
Théoreme 3 La somme de deux éléments simpless’ est une série périodique de pente asymptotique

Too(s8 @ 8') = min(ou(8), 0o (s')).
Preuve 2 On doit considérer deux cas.
e Sio(s) =v/T < ox(s’) =1v'/7" On peut dans ce cas réécrire la somme d’éléments simples

s@s = ") @y et (78T
= () @ [y @y
B 7n’+(K—1)l/55+(K-1)T'} @ A 5t KV SET (4 5Ty

ou K est donné pard.4). En accord avec le lemni le dernier terme est dominé par le reste de
I'expression, il peut donc étre supprimé. La somme d’éléments simples peut s’écrire dans ce cas

K-1
S s = @ 7n’+ju’5t’+j7" ® ,yn(st(,yué‘r)* _ p// ® q"r”*
j=0

qui est donc une série périodique de pentg(s @ s') = min(o(s), 0o (s’)). La complexité est
liée au développement du transitoire et est linéairden

e Sio(s) =v/T =0x(s") =1/ /7 alorsil existek etk’ tels que
ppem (v, V') = kv =K'V =v" etppem(r,7) = kr = K'7' = 7".
On peut alors écrire™ = (e & r & ... & r*1) (r¥)* soit
o= (7UT) = (e BAT D @,y(k:—l)u(s(k—l)r> (,YV'I(V")*
) = () = (6 &6 B @ ,y(k/—l)z/(;(k’—l)r/) (7" 67")".
La somme de deux éléments simples de méme pente asymptotique peut donc s’écrire
s@ S/ — ’)/nét("}/u(ST)* o ,yn’(st’(,yz/(sf’)*
_ [,ynét(e DA D - A BTy

@,Yn'(st'(e ® ,YV,(S’T/ P ,y(k’—l)l/é(k’—l)r’) (,YV”(STN)* _ q”r”*

ce qui est également une série périodique de peRtes © s') = min(ouo(s), 000(s)) = £ = 5.
La complexité repose sur la somme des 2 polyndmeésedé’ éléments@Q(k + £')).

Remarque 3 Les résultats donnés par les preuves précédentes apparaissent sous forme de séries pério-
diques, mais il faut remarquer que le résultat n’est pas nécessairement sous forme canonique. Il convient
donc ensuite d’appliquer 'algorithme de représentation minimale pour obtenir le résultat sous forme
canonique. La méme remarque s’'applique en général a tous les autres algorithmes.

Théoreme 4 La somme de séries périodiquest s’ est une série périodique de pente

Ooo(5® 8') = min(ooo(s), 00o(s'))-
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FIG. 2.8 —Encadrement der* par deux éléments simples™1571 (y¥67)* < gr* < 4N T+ (yV§7)*

Preuve 3 e Sio(s) = 0 (s’) alors en posant

/

V' = ppem(v, V'), ™" = ppem(r,7'), k= ppem(v,V')/v, etk’ = ppem(v,V) /'

on peut écrire la somme

/

s@s = pograpedr”
[p@p/]® [Q(e@@r(k_l))@q/(e@@r’(k _1)) (,711 5T )*
— p//®q//(T,/)*

ce qui est une série périodique de pemte(s © s') = min(0uo(s), 0o (s')) = &7 = £ = 5.
La complexité repose sur la somme et le produit de polynémes. Notonga@e. . . ©
a une complexité(kllog(l)), ouk = ppem(v,v')/v. De méme/(e ® ... ® p/ K1)
complexitéO(k'l'log(l")), ouk’ = ppem (v, V") /V'.

e Sio(s) < oxo(s') et sis ets’ sont sous forme canonique, on peut d'une part mingrérpar un
élément simplenr* et majorerg’r’* par un élément simpley’r"*. On a en effet

!
QT* _ @,}/N]ﬁTj (,YI/(ST)* - ,YN15T1 (,_YI/(ST)*
j=1
mais également
v .
¢ = | DN | (770T) AN (76T
J=1

(la figurel2.8 donne une interprétation graphique de ces relations).
Le lemmél montre qu'il existek tel que

,YN{(;T{+T’,YKU’5KT’ (,YI//(ST/)* < ,le(STl (,}/V(ST)*‘
On a donc par isotonie du produit

! ,7_/ ! T/ * ! ! T/ ! ,7_/ ! ,7_/ * T T
YRR (76T 2 AMSTHT ARV KT (46T 2 ANMIST (47 6T)F < q(77 8T
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La somme de deux séries périodiques de pentes différentes s’écrit donc

K—1
SEBS, _ p@p/@q/ @,yiz/(sir’ EBQT*
=0
_ p// ® q”T‘H*

avec

K — max <[V(T{+T'—T1)+T(N1 —N{)—Fuj ’ {Nl —N{" 7()) '

v — vt v

K-1
Cette somme repose sur la somme et le produit de polynémes. Notons que qupr[o®ity”’ o ]
i=0
a une complexité (K1’ log(l')).

2.6 Produit de séries périodiques
Théoréme 5 Soits = 76 (7767)* ets = "' 6" (7' 67 )* deux éléments simples. Le produip s’ est
une série périodique de pente asymptotique
Too(5® ') = min(ou(8), 0o (s')).
Preuve 4 e sio(s) < oxo(s’) alors selon le lemmg, il existe K tel que
T/K

P’ =L (2.5)

Soit, par isotonie du produity*/*r* < r*7* = 1*. On peut écrirer*r’* = r* (e G 1/ © --- @
K= o 507 qui, d’aprés 2.5), se simplifie en

rr =t e@r @ @),
Le produit d’éléments simples de pente différente s’exprime simplement

,ynét(,yuér)* Q ,yn’ét’ (’yV/(ST/)* _ ,7n+n’6t+t’ <6 & ,yu’(sT’ @D ,Y(K—l)u’é-(K—l)T’> (,71/57)*

K = max B ,0.
v — vt

Le complexité du développement du polyndme est linéaif&’().

e Sio(s) = ouo(s’) Alors, en posant” = ppem(v,v') = kv = K'V et = ppem(r,7') = kr =
kK't',ona

avec

™ = e®--- D T(k—l)](T'/)*

1%

o= le®---® r'(kl_l)](r”)*
Le produit d’éléments simples de méme pente s’exprime donc

s@s = i e @rt D gled- - or* ")

1, 1%
o,

La complexité repose donc sur le produit de 2 polyndmes(Xaitk log(k)), aveck = ppem (v, V') /v
etk’ = ppem(v,v') /v qui dépendent de la taille du motif.
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Théoréme 6 Le produit de séries périodiques est une série périodique de pente asymptotique
Too(5® ') = min(os0(8), 000 (s))

Preuve 5 Le produit de séries périodiques s’écrit
5® 8/ — [p@ qr*] ® [pl ) qIT/*]
= pp' @pdr” @ p'g” &g

Le calcul de cette derniere expression se déduit directement du produit d’éléments simples (pour le
produitr*r’*) et de la somme de séries périodiques.

2.6.1 Etoile de polyndbmes
p=EPryrist
=1

m
s=p" = (")
i=1

Théoreme 7 L'étoile d’'un polyndmey est une série périodiquede pente asymptotique
Oco(s) = min(n;/t;) aveci € [1,m]

Preuve 6 La somme de monémes est commutative, par conséquent

m

s = (@ ’)/ni(sti)* = ®(7n25t2)*
=1

=1

L'étoile de polynbme se raméne donc a la sommendééments simples. La pente asymptotique
est donw(s) = min(n;/t;) aveci € [1,m] . Cela repose donc sur I'application des algorithmes du
théoreme 2.

2.6.2 Etoile de séries périodiques
Soit pour la série périodique :
s=p®qr*
I'étoile est donnée par :

s"=(pog”) =ple®(@or)).

Le calcul de I'étoile d’'une série se décompose donc comme [|'étoile de polyndine ¢ @ r)*) et
la somme de ces séries.
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FIG. 2.9 — Exemple de TEG, 2 entrées 2 sorties.

2.7 La Librairie MinMaxgd

MinMaxgd se présente comme un ensemble de classes écrit@sten-, ces classes permettent de
manipuler des séries rationnelles dans le diovd&’ [, 6]. Nous allons découvrir I'utilisation de cette
librairie a travers quelques exemples de calculs.

On peut par exemple reprendre les calculs de la fi@u€eVoici le programme principal e’ + +,
permettant d’effectuer les calculs.

déclarations des variables pour les matrides3, C' du systeme.

void main(void) {
gd m;
smatrix A(4,4),B(4,2),C(2,4);

les variables étant déclarées, on peut maintenant leur affecter des éléments, par défaut l'initialisation
des éléments se fait avec epsilon.

A(0,0).init(epsilon,m.init(2,7),e);
A(0,1).init(epsilon,epsilon,e);
A(0,2).init(epsilon,epsilon,e);
A(0,3).init(epsilon,epsilon,e);

A(1,0).init(epsilon,m.init(0,4),e);
A(1,1).init(epsilon,m.init(1,6),e);
A(1,2).init(epsilon,epsilon,e);
A(1,3).init(epsilon,epsilon,e);

A(2,0).init(epsilon,epsilon,e);
A(2,1).init(epsilon,epsilon,e);
A(2,2).init(epsilon,m.init(3,2),e);
A(2,3).init(epsilon,epsilon,e);

A(3,0).init(epsilon,m.init(0,1),e);
A(3,1).init(epsilon,epsilon,e);
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A(3,2).init(epsilon,m.init(0,2),e);
A(3,3).init(epsilon,m.init(4,9),e);

267 € € €
. . R - €

On obtient alors la matricd = 309
€ a1} €

1) € 52 A
pour la matriceB

B(0,0).init(epsilon,m.init(0,5),e);
B(0,1).init(epsilon,epsilon,e);

B(1,0).init(epsilon,epsilon,e);
B(1,1).init(epsilon,epsilon,e);

B(2,0).init(epsilon,epsilon,e);
B(2,1).init(epsilon,m.init(0,3),e);

B(3,0).init(epsilon,epsilon,e);
B(3,1).init(epsilon,epsilon,e);

P e
>

On obtient la matrice® = 53

pour la matrice”

C(0,0).init(epsilon,epsilon,e);
C(0,1).init(epsilon,m.init(0,3),e);
C(0,2).init(epsilon,epsilon,e);
C(0,3).init(epsilon,epsilon,e);

C(1,0).init(epsilon,epsilon,e);
C(1,2).init(epsilon,epsilon,e);
C(1,0).init(epsilon,epsilon,e);
C(1,3).init(epsilon,m.init(0,1),e);

) e 0 ¢ €
nous avons alors la matrice =
€ € € 0

Les trois matrices étant affectées, on peut maintenant calculer la fonction de tréhsfeftA* B, nous
allons détailler dans la suite toutes les étapes.

On calcule d’abordd*
smatrix H(4,4);
H=star(A);

puisC A*

H=otimes(C,H);
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pour finir on calcule la fonction de transfert finaled* B

H=otimes(H,B);

512(756)* €
Le calcul deH donneH = <67(7257)* (65 @ 736%) (169)"
Classiquement, nous cherchons des contréleurs de type boucle fermée permettant d’'atteindre un modéle
de référenceQottenceau et al., 198Bhommeau et al., 200€ottenceau et al., 20p1

3 .3
Nous calculons ci-dessous le calcul d’'un modele de référ@nce= (H Fy)*H avecFy = @3 33)

smatrix F_0(2,2),G_ref(2,2);
F_0(0,0).init(epsilon,m.init(3,0),e);
F_0(0,1).init(epsilon,m.init(3,0),e);
F_0(1,0).init(epsilon,m.init(3,0),e);
F_0(1,1).init(epsilon,m.init(3,0),e);
/* modele de référence */
G_ref=otimes(H,F_0);
G_ref=star(G_ref);
G_ref=otimes(G_ref,H);

On peut donc calculer le correcteur de type retour de sortie optimal. Ce calcul fait appel aux opérations
de résiduation et de projection dans I'ensemble des éléments causaux, afin de permettre la réalisation de
ce correcteur F' = Pr (H}G,.s¢H). Dans la partie de programme qui suit, le feedback optifhast

notéF opt.

On calcule d’abord?}G.¢
smatrix F_opt(2,2);
F_opt=Ifrac(G_ref,H);
puis Y G f H
F_opt=rfrac(F_opt,H);
la derniére étape consiste en la projectiorfdept dans I'ensemble des causaux

F_opt=prcaus(F_opt);
}
3 (A1 56)* 3 452 587 6512 1 66\*
- _ (PO @ @976 @ (7°677)(v10°)
On obtient alors le feedbadk = <735(7156)* 351 @ 4163 @ 4508 @ (+5513) (150"
Une représentation de ce correcteur est donné sur la figure

2.8 Syntaxe générale

La librairie MinMaxgd est composée a partir du type élémentaire suivant : les monbémes, ils sont repré-
sentés par une classe nommée gd. On peut effectuer quelques opérations élémentaires sur cette classe.
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FIG. 2.10 — Exemple de TEG avec un correcteur de type retour de sortie.
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2.8.1 Opérations sur les monémes

| gdr(2,3) | initialise un mondme = 25 |
gdr déclare un mondéme
r.init(2,3) et lui affecte la valeur &= 7263

| gdinf(gd,gd) | inf de deux mondémes |
| gd otimes(gd,gd]  produit de deux mondmes |
|
|

| gdfrac(gd,gd) | résiduation de deux monémels
] ===<=>= opérations de comparaison\

Voici un petit exemple d’utilisation des fonctions précédentes

void main(void) {
gd a(2,3);
gd b,res_otimes,res_inf,res_frac;
b.init(3,6);
res_otimes = otimes(a,b);

res_inf = inf(a,b);

res_frac = frac(a,b);

Dans cet exemple = v25° etb = ~35°.

les résultats donnent
e res_otimes = ® b = 7°46?
e res_inf=a A b=~363

e res_frac =a{b =163

2.9 Calcul rationnel dans M4 ([, d]]

2.9.1 Polynédmes

Le type polyndme est représenté par une classe dans laquelle est déclarée un tableau de monémes, on
peut donc considérer qu’un polyndme n’est rien de plus qu’un tableau de mondémes. L'élément neutre

est codé par un monéme de valeld, 0), et I'élément absorbant par un monéme de définit comme
£(2147483647, —2147483647).

On peut effectuer plusieurs types d'opérations sur le type polynéme.
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Opérations sur les polynémes
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poly p déclare un polyndme p par défaut égal a
p.init(2,3)(4,5) initialise un polynéme = 726 @ v46°
poly oplus(poly,poly) somme de deux polyndmes
poly oplus(poly,gd) somme d’un polynéme et d’'un mondéme
poly oplus(gd,poly) somme d’'un monéme et d’un polynéme
poly otimes(poly,poly) produit de deux polynémes
poly otimes(poly,gd) produit d’'un polynéme et d’'un mondéme
poly otimes(gd,poly) produit d'un monéme et d’un polynéme
poly frac(poly,poly) résiduation de deux polynémes
poly frac(poly,gd) résiduation d'un polynéme et d’'un mondéme
poly frac(gd,poly) résiduation d'un monéme et d’'un polynéme
poly inf(poly,poly) inf de deux polynémes
poly inf(poly,gd) inf d’un polynéme et d’'un monéme
poly inf(gd,poly) inf d’'un mon6éme et d’un polynéme

| poly prcaus(poly) | projection d’un polyndme dans I'ensemble des causaux

Il existe d’'autres initialisations pour les polynémes, elles ne sont pas toutes répertoriées dans le tableau.
Voici un exemple d’utilisation de cette classe poly.

void main(void) {

poly p1,p2;
poly res_oplus,res_frac,res_inf,res_otimes;

pl.init(1,1)(2,3)(4,5);
p2.init(1,3)(3,3)(8,4);

res_otimes = otimes(pl,p2);
res_frac = frac(pl,p2);
res_inf = inf(pl,p2);
res_oplus = oplus(pl,p2);

}

Dans cet exemplpl = 15! © 725% © v16° etp2 = 163 @ 353 © 4854

pour chacune des opérations on obtient les valeurs suivantes

res_otimes= pl ® p2 = v26* @ +35% @ +°5% @ 41267
res_frac= pl§p2 = 12672 @ 4160 @ 436"
res_inf=pl A p2 =716 @ +25° @ 4864

res_oplus= pl @ p2 = 163 @ 446°

2.10 Séries périodiques

Les séries périodiques (voir définitidl) sont représentées par une classe, dans laquelle sont declarés
deux polynomesgp (le transitoire) et (le motif), la pente est représentée par un mondme
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Opérations sur les séries périodiques

serie s
s.init(p,q,r)

déclare une série s
initialise une série

serie oplus(serie,serie

somme de deux séries

serie oplus(serie,poly)

somme d’une série et d’'un polynébme

serie oplus(poly,serie)

somme d’'un polynéme et d’une série

serie oplus(serie,gd)

somme d’une série et d’'un mondéme

serie oplus(gd,serie)

somme d’'un mondme et d’une série

~—

serie otimes(serie,serie

produit de deux séries

serie otimes(serie,poly|

produit d’'une série et d’un polynéme

serie otimes(poly,serie

produit d’'un polyndme et d’une série

serie otimes(serie,gd)

produit d’'une série et d'un mondéme

serie otimes(gd,serie)

produit d’'un mondme et d’'une série

serie frac(serie,serie)

résiduation de deux séries

serie frac(serie,poly)

résiduation d’'une série et d’'un polynébme

serie frac(poly,serie)

résiduation d’'un polynéme et d’une série

serie frac(serie,gd)

résiduation d’'une série et d'un monéme

serie frac(gd,serie)

résiduation d’'un mondéme et d’une série

serie inf(serie,serie)

inf de deux séries

serie inf(serie,poly)

inf d’'une série et d’'un polynéme

serie int(poly,serie)

inf d’'un polynéme et d’'une série

serie int(serie,gd)

inf d’'une série et d'un monéme

serie int(gd,serie)

inf d’'un mondme et d'une série

serie star(serie)

étoile de série

serie star(poly)

étoile de polynéme

serie star(gd)

étoile de monéme

|

serie prcaus(serie) \ projection d’'une série dans I'ensemble des cau#aux

|

void canon() \

met une série sous forme canonique \

Exemple d'utilisation de ces fonctions

void main(void) {
serie sl1,s2,s_otimes,s_frac,s_oplus,s_inf,s_star;

poly p1,91,p2,92;
gd ri,rz;

pl.init(1,1)(2,3)(4,5);
g1.init(10,11)(12,15);
rl.init(2,3);

p2.init(1,3)(3,3)(8,4);
g2.init(10,5)(12,7)(13,9);
r2.init(4,4);

sl.init(p1,q1,rl);

23
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s2.init(p2,92,r2);

s_otimes
s_frac = frac(sl,s2);
s_oplus oplus(sl,s2);
s_inf = inf(sl1,s2);
s_star = star(sl);

s_otimes(sl,s2);

}

Dans cet exemplel = 15! © 263 @ 140° @ (71901 @ 412619)(1253)* ets2 = 4163 @ y36% @
(71055 D 71257 ey 71359)(7454)*

On obtient alors les résultats suivants
s_otimes= 51 ® s2 = 726* © y30% @ 176% @ y1151 @ (713618) (1263)*
s _frac= s1}s2 = 70572 @ 4160 @ 4362 B 7258 @ (y11612)(1253)*
s_oplus= s1 @ s2 = 4163 @ 745° @ 410611 @ (712515)(7253)*
s inf=s1 A 52 =161 @263 @854 @ 419655 @ (71257 @ 71359)(7454)*
s_star= s1* = (726 @ y161)(4263)*

La derniére classe, concerne les matrices de séries périodigues.

Opérations sur les matrices de séries périodiques

CHAPITRE 2. LE DIOIDEM#Y

[, 6]

Un exemple de manipulation de matrices de séries périodiques, a été présenté en introduction, nous al-
lons donc dans cette partie uniquement décrire les fonctions qui composent cette classe, pour I'exemple

on se contentera donc de celui de l'introduction.

smatrix sm(4,4)

déclaration d’une matricel x 4) de séries périodique

smatrix oplus(smatrix,smatrix

somme de deux matrices de séries périodiques

| smatrix otimes(smatrix,smatrix)

produit de deux matrices de séries périodiques \

smatrix lfrac(smatrix,smatrix)

résiduation & gauche de matrices de séries périodig

smatrix rfrac(smatrix,smatrix)

résiduation a droite de matrices de séries périodiq

| smatrix inf(smatrix,smatrix) |

inf de matrices de séries périodiques \

[72)

jues
les
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